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RESUMO
Considera-se um líquido de lei monomial (expoente m) em escoamento laminar 
num canal uniforme de secção rectangular larguíssima.
Estabelece-se a respectiva equação do movimento uniforme e determina-se 
o valor do coeficiente de Coriolis em função de m.
Aborda-se depois o caso do regime permanente gradualmente variado e 
deduzem-se fórmulas que permitem calcular curvas e volumes de regolfo, veri­
ficando-se que elas se enquadram nas precedentemente propostas para o escoa­
mento turbulento de líquidos newtonianos e nas quais se pode portanto introduzir 
a função de Dupuit.
Exemplifica-se o seu uso resolvendo problemas respeitantes a líquidos para 
os quais m tem os valores respectivos 1/2, 1 e 3/2, e confrontam-se os resultados 
obtidos.
Termina-se mostrando como podem obter-se expressões analíticas da função 
de Dupuit resultantes de integração formal e de desenvolvimentos em série.
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RÉSUMÈ
On considêre un liquide à loi monomiale (exposant m) en écoulement lami- 
naire dans un canal uniforme de section rectangulaire très large.
On établit la respective équation du mouvement uniforme et on détermine 
la valeur du coefficient de Coriolis en fonction de m.
On aborde ensuite le cas du régime permanent graduellement varié et on 
déduit des formules qui permettent le calcul de courbes et de volumes de remous. 
On constate qu’elles s’insèrent dans celles auparavant proposées pour l’écou- 
lement turbulent de liquides newtoniens, dans lesquelles on peut donc introduire 
la fonction de Dupuit.
On exemplifie leur usage en résoudrant des prob]èmes sur des liquides pour 
lesquels m a les valeurs respectives 1/2, 1 et 3/2, et on compare les résultats 
obtenus.
On termine en montrant comment on peut obtenir des expressions analytiques 
de la fonction de Dupuit résultantes d’intégration formelle et de développements 
en série.
SYNOPSIS
A power-law (exponent m) liquid in laminar flow in a very wide uniform 
channel is considered.
Its uniform flow équation is established and the value of the Coriolis coef­
ficient is determined as a function of m.
The case of gradually varied steady flow is then taken into view and for­
mulas are deduced that allow the computation of backwater curves and volumes. 
Thesc are seen to be embodied in those previously proposed for the turbulent 
flow of newtonian liquids. Dupuit function may therefore be introduced into them.
Their use is exemplified by solving problems about liquids for which m 
has the va}ues 1/2, 1 and 3/2 respectively, and the results obtained are compared.
To end it is shown how analytic expressions of Dupuit function are obtaina- 
ble by formal integration and by means of expansions in series.
1. Écoulement laminaire uniforme.
1.1. Équation.
Considérons un liquide tel que, en écoulement laminaire uniforme 
isotherme, la tension tangentielle t soit reliée au taux de variation 
dv/dz de la vitesse suivant la normale aux couches par
m
D T = pt„
do;
d z
ou le coefficient pm et 1’exposant m sont tous les deux constants. Ce 
liquide est dit à loi monomiale, un power-law liquid selon la nomen- 
clature anglaise [2].
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Cette loi se réduit pour m = 1 à celle de Newton, dont elle n’est 
donc qu’une des généralisations possibles. Pour m^= 1, un tel liquide 
est par contre non-newtonien.
Quand l’écoulement par gravité d’un liquide homogène sur un 
plan incline sur 1’horizon de 1’angle est uniforme, la tension tangen- 
tielle à un point distant 2! du fond vaut
p désignant la masse volumique, g 1’accélération de 1a pesanteur, y0 la 
hauteur de la section transversale du courant et S0 = sin la pente 
longitudinale du lit.
On a donc




oú on a posé
3)
P
L’intégration de 1) fournit
í í
4) — z) m dz
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Calculons la vitesse moyenne V0. C’est 




(m + 1) t/() \ v,„
ip m +1 /'•a/o
)m t/o m / di2— / (3/« — *) w dz
Vm / L « ^0 Jo
soit
5)
m í 9 S0 \ m
2m + 1 \ vm /
m + 1
6)
Le débit unitaire vaut par conséquent
T7 m g S„
q = V0yo =------------ ------
2m + l\ vm
2 m + 1
Vo
équation de laquelle, en remplaçant S0 par ± S0 afin d’inclure aussi 








8) 2m + i
y o 9 I sc
1.2. Coefficient de Coriolis.
De 4) et 5) on déduit




4 m + 3
m






2 m + 1
m + 1
fv" m + 1 m + 1 3l
2/n m — (3/o — 2) m ds:
4*1 + 3
2/" m
Puisque ce coefficient doit être indépendant de 1’unité de lon- 
gueur choisie, sa valeur peut s’obtenir en faisant y0 = 1. Et le second 
facteur du second membre de 9) devient simplement
m + 1
*) d z z)
2 (m + 1)
+ 3 (1 —z) m — (1 — z)
3 m ^ 3 m m
2m + l 3m + 2 4 m + 3
tn + 1 
m
3 (m + 1) 
m
C’est-à-dire que l'on trouve ainsi
4m + 3
V"
6 (m + l)s
m
(2m + 1) (3 m + 2) (4 m + 3)
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et par suite 
10)
6 (2 m + 1V 
(3m + 2) (4m + 3)
Dans le Tableau 1 on donne quelques valeurs approchées, à 8 
decimales, de a = a (m).
TABLEAU 1
Valeurs du coefficient de Coriolis en fonction de m
m a m a m a
0 1,00000000 1,2 1,58791209 6 1,87777778
0 05 1,05523256 1.3 1 60727573 7 1,98340813
0d 1,10485934 1,4 1,62490623 8 1,90549451
0,15 1,14965986 1.5 1,64102564 9 1,91511936
0,2 1,19028340 1.6 1,65581977 10 1,92296512
0,25 1,22727273 1.7 1,66944524 12 1,93498452
0,3 1,26108374 1.8 1,68203498 15 1,94731510
0,4 1.32065217 1.9 1,69370252 20 1,95996891
0,5 1,37142857 2 1,70454545 25 1,96772160
0,6 1,41520468 2,5 1,74898785 30 1,97295864
0,7 1,45332212 3 1,78181818 35 1,97673355
0,8 1,48680352 3,5 1 80705882 40 1,97958363
0,9 1,51644101 4 1,82706767 50 1,98360124
1 1,54285714 4,5 1,84331797 75 1,98900859
1,1 1,56654768 5 1,85677749 100 1,99173418
1,2 1,58791209 6 1,87777778 00 2,00000000
2. Courbes et volumes de remoua.
2.1. Lits inclinés.
En admettant, come d’habitude, que la perte de charge unitaire 
S coincide avec celle du mouvement uniforme tangent, d’après 7) on 
peut écrire
/ 2 m + 1 , ™) Vl"
11) s =--------------------------------- ,
g y2 m +1
y étant la hauteur de la section d’abscisse x .
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De 7) et 11) on déduit




- *• l> (-t) 2 m + 1 — 1




S — So — 8o
Vo
— (2m + 1)U + 1
ou, comme il a été convenu dans la première partie de ce mémoire 
9 1, le signe supérieur se rapporte aux lits descendants (<S0 > 0) 
et rinférieur aux ascendants (S0 < 0).
En ce qui concerne le nombre de Froude Fr et, par conséquent, 
la hauteur critique yk, les expressions ne diffèrent pas de celles trou- 




>. étant le produit des coefficients £ de Boudin et 0 de Jaeger-Manza- 
nares, et
15) Fr = ——— = m-3 u\ .
X g y3
Les expressions 13) et 15), introduites dans 1’équation différen- 






X (Fr — 1)
17) da; =
X y0 uk u2 (TO-1) — u2
So 1 + u2m + 1
d m,
laquelle peut s’écrire après intégration
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18) 2 m + 1 2111 + 1D (u2) —D (m,) —2 m + 1 v i 2 1» + 1
D
2 (m — 1) 
2 m + 1 (Ui) — D
2 bn— 1) 
2 m + 1
Ce résultat constitue un prolongement explicite du champ d’appli- 
cation de ia fonction de Dupuit D" (u): celui au calcul des courbes 
de remous pour des liquides non-newtoniens en régime laminaire.
Cependant, à proprement parler, la formule 18) n’est pas nouvelle, 
car ellie n’est qu’un cas particulier de celle qui est à la base de notre 
méthode principale de calcul des courbes de remous en canaux décou- 
verts uniformes [5, éq. 34| (*):
191 x = ^{xldí (».)]—«í»; («.)— D“y («.,)]} •
En effet, pour les canaux de section rectangulaire très large, 




Q étant le débit, et B„ et A0 respectivement les valeurs de la largeur 
superficielle et de l’aire de la section droite du courant correspon- 
dantes à la hauteur normal yn — devient (14)
20) oj =
a q a q
9 Vl
\ g yl
-----------  = KUk.
9 Vl a q'
Et, d’autre part, les équations 5, éq. 2), et 7)
if+2 f
A \ o (= us
A„ U
(*) On a remplacé r par N et q par M parce que dans le présent mémoire 
aux lettres r et q on a atribué des rôles différents de ceux que l’on en a donnés 
dans le travail cité [5].
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et
p+2 ifA\— -3/í7o\t B = ?/■"
AnJ V U J B„











puisque l’on & B = B0 = U = U0, et de plus de la comparaison de (5)
2m+l V v
1 m+1 1
w g \V = -------- ( —— \m y m Sm
avec 5, éq. 1) 1
v =s/ Se ,
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et
22) M = 2(m - 1) .
II suffit maintenant de remplacer dans 19) u, N et M par les valeurs 
données par 20), 21) et 22) pour retrouver la formule 18).
Quoi qu’il en soit, 1’auteur croit que cette formule et celles que 
l’on trouvera dans la suite constituent le premier pas donné dans le 
sens d’étendre à des liquides non-newtoniens la théorie de récoulement 
permanent graduellement varié en canaux découverts uniformes.
La formule qui donne le volume de remous par unité de largeur 
relatif au couple de sections de profondeurs unitaires w, et u, peut 
s’obtenir en intégrant (17)
dT = y d# = y„ u áu =
lyl
!So|








I-v2(W+l) , > r.2(W+l)/ . 3<«fa) — D.,., (“■) — «k x -m-1
Cette formule n’est elle non plus tout à fait nouvelle, car on peut 
la considérer comme un cas particulier de celle, générale, établie en 
1964 |6, éq. 26) |,ce qui est facile de vérifier.
2. 2. Lits horizontaux.
Pour S„ = 0 on a \ = 3 et par conséquent
24) \ (Fr - 1) = X
9 y*
P-







et 1’intégration donne, pour m^0,5,
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25) x - mvm V 2m + l
aq
2 m
. 2 Vi-1 2m-i.
(3/. —y* ) —
et, pour 7n = 0,5 ,
30
2 (m + l)<7'







formules qui, elles aussi, ne sont que des cas particuliers d’une des 
deux formules générales auparavant publiées (5, éq. 70)]. L’autre 
[5, éq. 64)] de celles-ci conduit à une équation équivalente à 26), mais 
dans laquelle on emploie les hauteurs réduites u = y/y*-
Pour trouver le volume de remous par unité de largeur on intègre
, 1 / mdT = y drr = —Vm\ 2ra +1
30







laquelle peut aussi bien sobtenir comine cas particulier d’une des 




En poursuivant à la Terre des études sur de nouveaux liquides, 
on a réussi à en trouver deux non-newtoniens à loi monomiale pour 
lesquels le coefficient v,„ a une valeur numériquement identique à la
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viscosité cinématique du lunol (v,„ = v = 0,0001), mais des expo- 
sants m respectivement égaux à 0,5 et 1,5, tout cela pour la tempé- 
rature de 293 K et la pression de 9 X 10' Pa.
Afin de les confronter avec les résultats expérimentaux, on désire, 
au moyen du formulaire établi ci-dessus, obtenir les courbes et les 
volumes de remous, entre les sections de hauteur 0,1 m (montant) et 
0,05 m (aval), de ces deux liquides, et les comparer avec ceux relatifs 
au lunol, le tout dans les conditions de température et de pression 
précitées, en supposant que les écoulements s’effectuent en régime 
laminaire dans un canal à section rectangulaire très large, 1’accéléra- 
tion de la pesanteur étant g = 9,81 m s 2, le débit unitaire q = 0,02 
m:i s-Vm, la plaque du fond ayant été posée de façon que la pente longi- 
tudinale 8„ prend successivement les valeurs 0,0001, 0 et — 0,0001.
3.2. Courbes de remous.
3.2.1. m = 1.
Pour le liquide newtonien appelé lunol (m = 1), la formule 18) 
devient
18<) X ~ ! D> —DÍ M—ul [ Dl (u2) —D, (u.) ] J
et le coefficient de Coriolis vaut (Tableau 1)
a = 1,54285714.
La formule 8) s’écrit
3 vm q 3 X 0,0001X0,02 
g\8„\ ~ 9,81X0,0001 = 0,006116208,
d’oú
y0 = 0,18287770.
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La formule 14), en posant X = 1, donne
y't =






= — = 0,01028571,
3
y»
a/iw, = — = o.i
y„ 0,18287770 
et, à la section terminale aval,
= 0,54681353
= jfe _ 0,05
y„ ~ 0,18287770 0,27340676.
TABLEAU 2 
— Extrait de 19] —
1 u Dl (u) Dl (u) Dl (u) Dl (u) Dl (m) Dl (U)
0,26 2,5265 2,1493 1,7875 0,9501 1,1556 48,7899
0,28 2 5061 2,1438 1,7871 0,9305 1 1503 48,7895
0,30 2,4856 1,7866 0,9110 48,7890
0,34 2,4442 1,7852 0,8723 48,7877
0,38 2,4023 1,7833 0,8341 48,7859
0,42 2,3595 1,7805 0,7965 48,7835
0,46 2,3158 1,7768 0,7596 48,7804
0 50 2,2708 1,7718 0,7236 48,7764
0,52 2,2477 1,7687 0,7059 48,7741
0,54 2,2242 2,0274 1,7652 0,6885 1,0518 48,7715
0,56 2,2002 2,0142 1,7612 0,6714 1,0423 48,7686
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Par interpolation linéaire dans le Tableau 2 on obtient (*):
dUu>) = 2,2160, Dt (0,27340676) = 2,5128
D3(m,) = 1,7638, D, (0,27340676) = 1,7872
D Au,) = 0,6827, D5 (0,27340676) = 0,9370
+. +.
D Au,) = 48,7705, D*(0,27340676) = 48,7896.




Dès lors l’équation 18') s’écrit pour le lit descendant
18.1) X=1828,7770 IdJíUo) —1,7638 — 0,01028571 fe(t*,) —2,2160 jj
et pour le lit ascendant
18.2) X=1828,7770 | d*Auo) -48,7705-0.01028571Í D\ (w2) -0,6827 ]! ' 




a q(y.,-yt) 4 q (y\-y\) •
-----= 3333,33333,
3v






dans ce cas 25') devient
25.1) X = 3333,33333 0,3085714(í/ -0,1) — 122,625(t/‘ —0,0001) •
(*) Quand on désire une grande exactitude, il est évidemment préférable 
effectuer directement le calcul des valeurs de la fonction de Dupuit dont on 
a besoin.
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Le Tableau 3 a été dressé au moyen des formules 18.1), 18.2) 
et 25.1).
TABLEAU 3
Quelques points des courbes de remous pour m = 1
2/2 (m) U2
X (m)
So=0,0001 S„—0 S„= —0,0001
0,10000000 0,54681353 0,00 0,00 0,00
0,09875396 0,54000000 2,41 1,87 1,72
0,09509640 0,52000000 8,36 6,94 6,15
0,09143885 0,50000000 13,60 11,42 10,02
0,08412374 0,46000000 21,90 18,77 16,66
0,07680863 0,42000000 27,84 24,26 21,63
0,06949353 0,38000000 32,16 28,20 25,32
0,06217842 0,34000000 34,84 30,88 27,89
0,05486331 0,30000000 36,62 32,53 29,54
0,05000000 0,27340676 37,21 33,18 30,15
3.2.2. m = 0,5.
L’exposant m étant inférieur à 1’unité, il s’agit d’un liquide dit 
pseudoplastique.
En prenant un chemin analoque à celui suivi en la Section précé- 
dente, on peut écrire ce qui suit:
X = I
Is"! 1 D\(u2) - D2 (u,) - 4 [ D\\u2)
a = 1,37142857
2 2 v*Jq
y o =-----g I





= ^ ^ 1,37142857 X (0,02)2 
k \g 9,81
= 0,00005591962,
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3/k = 0,03824030,
ul = 0,011422212, 
ux = 0,58892773,
u2 = 0,29446387 (à 1’extremité aval du tronçon),
= 1698,0012
\S0\
et, obtenant par interpolation dans le Tableau 4 les valeurs de la 
fonction de Dupuit dont on a besoin,
18.3) X = 1698,0012 j Dl (uA — 2,7140 —
- 0,011422212 [ D'Uu2) — 3,4230
pour S0 > 0 et
í +18.4) X = 1698,0012 | D\(u2) - 48,3925 -
- 0,011422212 | DlM— 0,6783
pour 8o < 0.
Finalement, d’après 26) on a pour S„ = 0;
26.1) X = 5000 0,003878986 log„ (10?/,)— 23,1223917(y\ — 0,001
TABLEAU 4 
— Extrait de [9] —
u D'\(u) D°Au) D-Au) Dl(u) D-Au) Dl(u) D-Au) DAu)
0,28 4,3387 3,5125 3,0667 2,7935 1,3105 1,2778 3,8745 48,4422
0,30 4,2634 3,4907 3,0604 2,7917 1,2469 1,2593 3,8691 48,4407
0,32 4,1920 2,7896 1,1880 48,4389
0,36 4,0588 2,7843 1,0824 48,4348
0,40 3,9357 2,7776 0,9903 48,4297
0,44 3,8199 2,7690 0,9093 48,4237
0,48 3,7096 2,7582 0,8374 48,4167
0,52 3,6029 2,7449 0,7734 48,4087
0,56 3,4982 2,7284 0,7160 48,3997
0,58 3,4462 3,1377 2,9025 2,7187 0,6895 1,0252 3,7672 48,3948
0,60 3,3942 3,1071 2,8844 2,7081 0,6644 1,0104 3,7585 48,3896
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C’est avec 18.3), 18.4) et 26.1) que Pon a construit le Tableau 5.
TABLEAU 5
Quelques points des courbes de remous pour m = 0,5
2/2 (rn) U/2
X (m)
So = 0,0001 s0 = o 80 = - 0,0001
0,10000000 0,58892773 0,00 0,00 0,00
0,09848407 0,58000000 7,53 4,88 3,69
0,09508807 0,56000000 22,99 15,24 11,49
0,08829606 0,52000000 48,98 33,61 25,66
0,08150406 0,48000000 69,49 49,05 38,01
0,07471205 0,44000000 85,69 61,74 48,50
0,06792005 0,40000000 98,05 71,89 57,11
0,06112804 0,36000000 107,04 79,66 63,99
0,05433604 0,32000000 113,45 85,23 68,90
0,05094004 0,30000000 115,64 87,25 70,82
0,05000000 0,29446387 116,08 87,72 71,15
3.2.3. m = 1,5. 
On a dans ce cas:
a = 1,64102564,
y o = 0,188237988, 
y„ = 0,0066699383,
3/i? = aq2/\g = 1,64102564 X (0,02)79,81 = 0,00006691236, 
yk = 0,040597764, 
wk = 0,0110031931, 
u, = 0,53124240, 
u, = 0,26562120.
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Et, cTaprès le Tableau 6,
18.5) X=1882,37988 D* (w,)— 1.2846 —
0,010031931
D\ (u,)— 1,5817 ||
et
18.6) X=1882,37988 ) D\ (m2)— 48,8812
- 0,010031931 (m2)— 0,6476
TABLEAU 6 
— Extrait de [9] —
u Dl (u) Dl (u) Dl (U) D\ (u) Dl (M) Dl (u)
0,26 1,6930 1,5018 1,2933 0,7514 1,0849 48,8890
0,28 1,6875 1,5003 1,2932 0,7461 1,0834 48,8889
0,30 1,6817 1,2931 0,7403 48,8888
0,34 1,6688 1,2926 0,7277 48,8884
0,38 1,6541 1,2919 0,7135 48,8877
0,42 1,6377 1,2909 0,6979 48,8867
0,46 1,6194 1,2893 0,6809 48,8853
0,50 1,5991 1,2871 0,6627 48,8832
0,52 1,5882 1,4592 1,2856 0,6532 1,0453 48,8820
0,54 1,5767 1,4531 1,2839 0,6433 1,0400 48,8805
Pour S0=0, réquation 25) devient
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soit
25.2) X = 2296,39663 0,11603804(^-0,01)-693,671752(1/;:-0,00001) .
La construction du Tableau 7 a été faite avec ces formules 18.5),
18.6) et 25.2).
TABLEAU 7
Quelques points des courbes de remous pour m = 1,5
3/2 (rn) Un
X (m)
So = 0,0001 s0 = o So = - 0,0001
0,10000000 0,53124240 0,00 0,00 0,00
0,09788375 0,52000000 1,76 1,50 1,40
0,09411899 0,50000000 4,38 3,86 3,48
0,08658947 0,46000000 8,14 7,51 7,09
0,07905995 0,42000000 10,80 10,01 9,40
0,07153044 0,38000000 12,37 11,65 10,99
0,06400092 0,34000000 13,41 12,65 12,04
0,05647140 0,30000000 14,11 13,20 12,56
0,05270664 0,28000000 14,19 13,34 12,63
0,05000000 0,26562120 14,30 13.43 12,75
3.3. Volumes de remous.
La formule 23) prend pour m = 0,5, m = 1 et m = 1,5 les aspects 
respectifs suivants:
T = ! dUu.) - DUu,) - uí
|S„1 I
T = j D'Au2) - dUu,) - ul
Sn I
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En estimant par interpolation dans les Tableaux 2, 4 et 6 les 
valeurs de la fonction de Dupuit pour uy et vu, et en attendant à ce 
qu’il est
Dl(u) = — - 0,4990 + D\(u),
2
D\{u) = 1250 - — - Z)J(w),
2
— 7/2 —Dt(u) = — - 0,4990 + D3(u),
2
DUu) = 1250 - — - Dl (u),
2
D54(u) = — - 0,4990 + D](u)
2
et
í)Uu) = 1250 - — - Dl (u),
2
on obtient pour m = 0,5 et respectivement Sn = 0,0001 et S„ = — 0,0001
T = 288,320808 2,6065 - 2,5688 - 0,011422212(3,4967 - 3,1240)] 
= 9,642,
et
T = 288,320808 [ 1246,0860-1246,0633-0,011422212(1,2644- 
- 1,0186) 1
= 5,735; 
pour m = 1
So>0 -> T = 334,442495 [_ 1,6840 - 1,6734 -
- 0,01028571(2,1456 - 2,0229) ]
= 3,123,
8o <0 T = 334,442495 1248,8095 - 1248,8019 -
- 0,01028571(1,1531 - 1.0486)
= 2,182;
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et pour m = 1,5
So>0 -> T = 354,335401 [l,2278 - 1,2238 -
- 0,010031931(1,5014 - 1,4558)"
= 1,255,
So<0 -> T = 354,335401 [ 1249,2148 - 1249,2113 -
- 0,010031931(1,0845 - 1,0423) ]
= 1,090.
Finalement pour les lits horizontaux on trouve: 
pour m ~ 0,5
T = ~\ aq'Hy, (yl - y\) I
2v L 4q05 J
= 5000j^0,00387899 (0,05 - 0,1) - 17,3417938(0,00000625 - 0,0001)^ 
= 7,159;
pour m = 1
T = 1 «93v [ 2 (yl - Vi) - 5 q
, 5 5 .(ys - Vi)
- 3333,33333 [0,01542857(0,0025 - 0,01 -
- 98,1(0,0000003125 - 0,00001)"
= 2,782;




= 2296,39663 ^0,07735869(0,000125 - 0,001) -
- 578,059794(1,5625 X10"8 - 1 X 10“°)
= 1,151.
Ce sont ces résultats qui ont été portés au Tableau 8.
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3.J/. Résumé et comparaison des résultats.
Les résultats obtenus sont enrégistrés et comparés dans les Ta- 
bleaux 3, 5, 7 et 8, et les Figures 1, 2 et 3.
TABLEAU 8
Volumes de remous (mVm)
m
So
0,0001 0 - 0,0001
0,5 9,642 7,159 5,735
í 3,123 2,782 2,182
1,5 1,255 1,151 1,090
Fig. 1 — Courbes de remous pour lit descendant
Fig. 2 — Courbes de remous pour lit horizontal
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Fig. 3 — Courbes de remous pour lit ascendant
Jf. Sur le calcul de la fonction de Dupuit.
Jf.l. Préliminaire.
La fonction de Dupuit, étant définie par des intégrales [5,6 ou 9J, 
peut évidemment être calculée au moyen d’une quelconque des mé- 
thodes numériques ou graphiques d’intégration.
Ces méthodes peuvent être employées directement sur les équa- 
tions différentielles elles-mêmes. Leur emploi équivaut donc à renoncer 
à tous les avantages théoriques de 1’introduction de cette fonction. 
En outre elles sont en général d’usage trop long et trop laborieux.
Nous ne retiendront donc que les méthodes d’intégration formelle 
et de développement en série.
Jf.2. Intégration formelle.





b29) N = — .
V
p étant le moindre multiple commun des dénominateurs.
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Alors, pour a > b, on a
i d u
1 + u p
a-b+p
pu " 
a — b + p
a-b
± U p dw 
b
1 T u p
et, en faisant
30) u — wp ,
d’oú








1 + u p
Wn-b+p-i 
1 + W"
Si 1’exposant du numérateur de 1’intégrale du second membre est 
encore égal ou supérieur à b, on répète le procédé. Lorsque l’on a a <b, 
il vient
32) u p du
b
1 + U p
w"+pdio
1 + wh
De cette façon on arrive toujours à des fonctions pour lesquelles 
M et N sont tous les deux entiers et M < N.
Dans ces conditions et supposant que, comme c’est le cas pour 
la fonction de Dupuit, on a IV > 1, on peut écrire
33) I ---------= Gt 4" G2 + Ga + G., + G5 + const.
J 1 - wv
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et
J*' '»»M /ji/---------= H, + H, + H, + Ht + const.
1 + ux
Les termes des seconds membres peuvent se déterminer au moyen 
des règles suivantes [4] (*):
G,)M>0 -b>G, = 0;
2+1M < 0 -> G, =---------+
M + 1
+ A +1 'U^ ^1
--------------- +----------------------b
M + N + 1 M + 2N+ 1
+ ... +. 2+ nN +1
M + nN + 1
+ ...
De ces parcelles il n’en existent que celles pour lesquelles 1’expo- 
sant de u est inférieur à zéro.
G2) II est nul, sauf quand il y a un entier n > 0 tel que l’on a 
M + nN + 1 = 0, ce qui évidemment ne peut arriver que pour M < 0. 
S’il en est ainsi, on a
Go = loge u .
G;1) Vaut toujours
Gs = — — log„ W - II .
N
G„) Pour N impair c’est G, = 0. Pour N pair on a
( - D*
G, =------------ logP(M + 1) .
N
G3) N < 2->G5 = 0;
2V > 2 -> G5 = — V L, ,
AT
avec
(*) Les tables d’intégrales plus complètes que nous connaissons [3, p. 20-21] 
considèrent seulement les cas relatifs a M > 0.
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L, = - cos log.(*« - 2u cos *i* + 1) +
N N
2 j-K
u — cos ------j . 2;(M + 1)1C , N+ 2 sin------------------ arctan
N .
sin------N
1’indice j prenant les valeurs 1, 2, 3, ... jusqu’au plus grand entier 
inférieur à N/2.
Ht) M > = 0;
ny.l/ + 1 q tM + N + 1 rt/J/ ^ ^A' ■** ^
M < 0 -» tf, =--------- ------------------- +-----------------------
M + 1 M + N + 1 M + 2N + 1
uM+MX*1
— ... + ------------------------  + ...
M + nN + 1
De ces termes il en existent seulement ceux dans lesquels 1’expo- 
sant de u est inférieur à zéro.
H2) Cette parcelle est nulle, excepté quand il y a un entier n > 0 
tel que l’on a N + nN + 1 = 0, ce qui ne peut arriver que pour N < 0. 
S’il en est ainsi, on a
Ho = ± loge u .
Quand c’est tf, = 0, on doit prendre le signe +. Pour tf, ^0, le 
signe de tf2 est le contraire de celui du dernier terme de supposé 
écrit de la façon ci-dessus adoptée.
H/) Pour N pair, c’est H... = 0. Pour N impair, on a
H, = + — logP (u + 1) .
N
Pour M > 0, le signe de tf:; est celui de ( —l) u. Pour M < 0, le 
signe de tf3 est 1’opposé de celui du terme le précédant (tf3 ou, quand 
celui-ci est nul, le dernier terme de H).
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H4) N = l^H, = 0.
N > 1 -> H< = — y z , ,N ^
avec
Zj = — cos
(2j - 1) (M + 1) u 
N





. (2j — 1) (M + 1) ix . N
+ 2 sin---------------------------- arctan
N (2 j -l)iz
sin - N
L’indice j prend ici les valeurs 1, 2, 3, ... jusqu’au plus grand 
entier inférieur à (N + l)/2.
Jf.3. Dévelopyements en série.
En divisant uu respectivement par (1 — uN), (ux — 1), (1 + uN), 
(u* 4- 1) et en intégrant après, on trouve











36) u > 1 -> II 2
00




38) u > 1 -»
1 u " d l




jN + M‘+ 1
u-Ut>r-u-i)
------------------ + const.,
jN - M - 1
ufN + U+l
( —l)y-------------------+ const.
jN + M + 1
(—1);-------------------+ const.,
jN — M — 1
ou, quand il existe, le terme u°/0 doit étre interprété comme significant 
loge u.
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Ces séries convergent très lentement au voisinage de u = 1.
Dans cette région on peut, pour la branche «moins», poser 1 — 
— uN = r pour u < 1 et uN— 1 = r pour u > 1, et intégrer ensuite les 
séries de Maclaurin obtenues en développant les fonctions de r qui en 
résultent. II vient










M + 1 
N
(1 - u»)2 +
o M + r3 ~— )(1 - UN)3 +
1





V 1 -uN N | loge (wA -1)- \ N y
1 V/o * + i') («»■ - i)j -
2X2! \ N y>\ N ,
1 M- M+1\ (« M + l\l/0 M + l\
3X3!
\ N ) V N )\V3 N )
(w»-l) +
(uN — 1) 3 +
■■■]
+... 4- const.
Les séries 39) et 40) généralisent à 0 celles rapportées par 
Bakhmeteff [1, p. 305].
Pour la branche «plus» ne sont pas connues des expressions si 
générales, mais pour chaque couple de valeurs entières de M et IV on 
réussit à trouver aussi un développement de convergence rapide au 
voisinage de u = 1 en posant u = 1 — r, en effectuant la division et
+en intégrant après. Ainsi, par exemple [4], pour Da (w) ont obtient:
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u 1 — r 1 — r
1 + w3 1 + (1 - r) 2-3 r + 3 r2 - r3
2 V 2 4 8 16
d’ou
Dl (tt) - Dl (1)
r1 uàu f
= Ju 1 + U3 Jc
r (1 — r) dr 
o 1 + d ~r):
= — (1 + — r — — r2 — — r3 — — r4
2 V 4 4 32 80
1 — m fl + — (1 — m) — — (1 — m)2 — 
L 4 4
— — (1 — w)3 — — (1 — m)4 + ... 
32 80
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